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Resumen

El objetivo de este trabajo es el disefio de controladores no lineales para la estabilizacion en torno a un
punto de equilibrio de un sistema electrodinamico con una dindmica sencilla (pero que atin asi requiere de un
tratamiento no lineal), como lo es el sistema de suspension magnética constituido por un electroiman. Se
proponen dos acciones de control: la primera, derivada de aplicar la técnica de linealizacion exacta mediante
realimentacion del estado; y la segunda, obtenida como resultado de utilizar un procedimiento de pasivizacion
basado en la descripcion del sistema en una forma canonica Hamiltoniana de pasividad que sintetiza la manera
como los términos disipativos y no disipativos de la energia influyen en la dindmica del sistema.

Palabras clave: Sistema de suspension magnética, linealizacion exacta, pasivizacion, forma candnica

Hamiltoniana

Stabilization of a magnetic suspension system by application of a
Hamiltonian canonical passivity form and exact feedback
linealization technique

Abstract

The purpose of this work is to design nonlinear controllers for stabilizing an electrodynamic system, with a
simple dynamic (but still requiring a non linear treatment), around an equilibrium point. Two control actions are
proposed for a magnetic suspension system formed by an electromagnet. The first one, derived from applying the
exact linealization technique by state feedback. The second one is obtained as a result of a passivization procedure
based on a system description in a Hamiltonian passivity canonical form that synthesizes the way in which
dissipative and non dissipative energy terms influence the system dynamics.

Keywords: Magnetic suspension system, exact linealization, passivization, Hamiltonian canonical form.

1. INTRODUCCION

En este trabajo se aborda el problema de contro-
lar la altura de una esfera de acero, respecto a un nivel
de referencia, mediante su suspension (o levitacion) en
contra de la fuerza de la gravedad, por medio del uso
de un electroiman. Las variables de estado considera-
das para modelar el sistema han sido la altura de la

esfera (medida hacia abajo), su velocidad, y la corrien-
te en la bobina del electroiman; mientras que la accion
de control es ejercida por el voltaje suministrado al
sistema. Una descripcion del sistema fisico y la deduc-
cion del modelo matematico puede encontrarse en los
trabajos realizados por Barie, Chiasson [1] y Harley,
Wolfle [2]. Se disefiaron dos controladores en
espacio de estado, los cuales parten de bases tedricas
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diferentes, y explotan propiedades disimiles del siste-
ma, y por lo tanto, conducen a esquemas de control
diferentes.

Se utiliza, en primer lugar, el esquema de con-
trol de linealizacion exacta por realimentacion (FLC).
La técnica de FLC se distingue por su sencillez algo-
ritmica, pero son bien conocidas sus desventajas. Por
ejemplo, su alta sensibilidad ante las perturbaciones
de los parametros y su requerimiento de conocimiento
perfecto de los estados. En tal sentido, resulta apro-
piado utilizarla conjuntamente con otros métodos, a
fin de examinar la efectividad de los mismos en cuan-
to a superar las deficiencias e incertidumbres en el
modelo [3-5].

El segundo controlador usado es resultado del
denominado “enfoque de control basado en pasivi-
dad”, denotado como PBC. La pasividad es una pro-
piedad fundamental de una amplia familia de sistemas
fisicos, y puede definirse en términos de la disipacion
y transformacion de la energia del sistema. En rela-
cion a la disipacion de la energia, el PBC puede ser
entendido como una extension de los llamados méto-
dos de “moldeado de la energia” e “inyeccion de
amortiguamiento” [6], [7]. Esta técnica consta de dos
etapas basicas: (1) una etapa de moldeado de la ener-
gia, la cual consiste en modificar la funcion de ener-
gia de forma tal que la nueva funcién posea un mini-
mo global en el punto de equilibrio deseado; (2) una
etapa de “inyecciéon de amortiguamiento”, la cual
consiste en modificar las propiedades de disipacion
del sistema a fin de hacer el punto de equilibrio asin-
toticamente estable. Para una discusion completa de
este topico se puede consultar Ortega [7].

Las condiciones geométricas para que un siste-
ma dinadmico sea pasivizado por realimentacion alre-
dedor del origen respecto a una determinada funcién
de almacenamiento de energia V y una salida fijada
del sistema han sido establecidas por Byrnes [8]. Sin
embargo, para un sistema que en principio no sea pa-
sivo, puede aplicarse el procedimiento de pasiviza-
cion desarrollado por Sira-Ramirez [9]. En este mé-
todo, partiendo de una funcién de energia V
(tipicamente una funcion cuadratica) que satisface
una cierta condicion de transversalidad, mediante un
cambio de coordenadas de la entrada, se obtiene una
expresion canoénica Hamiltoniana de pasividad del
sistema que facilita la aplicacion de la técnica PBC,

alrededor de un punto de equilibrio, no necesariamen-
te el origen. Esta forma candnica revela la manera
como los términos disipativos y no disipativos de la
energia influyen en la dinamica del sistema.

El resto del trabajo esta organizado como si-
gue. En la Seccién 2 se describe el modelo matemati-
co del sistema de suspensiéon magnética constituido
por un electroiman. En la Seccion 3 se analiza el sis-
tema desde la perspectiva de la linealizacion exacta y
se disefia el control FLC. En la Seccion 4 se aplica el
procedimiento de pasivizacion de Sira-Ramirez [9],
se empieza por determinar la condicion pasivizable
del sistema y sintetizar la funcién de realimentacion
que logra pasivizarlo; luego, basandose en la citada
forma canonica Hamiltoniana del sistema pasivizado,
se aplican los métodos de moldeado de energia e in-
yeccion de amortiguamiento, desembocando final-
mente en un compensador dindmico auxiliar para al-
canzar la estabilizacion asintética alrededor del punto
de equilibrio deseado. Finalmente, la Seccién 5 con-
tiene las conclusiones del trabajo.

2. MODELO MATEMATICO

El sistema de suspension magnética consiste de
una esfera de acero que se suspende mediante la
accion del campo magnético generado por un
electroiman de corriente controlada por realimenta-
cion a través de una medicion doptica de la posicion de
la esfera.

La ecuacion de movimiento de la esfera es:
my = —ky + mg + F(y,i) M

donde m es la masa de la esfera, y >0 la posicion
vertical (medida hacia abajo), k es el coeficiente de
friccién viscosa, g es la aceleracion de gravedad,
F(y,i) es la fuerza generada por el electroiman, la
cual depende de la corriente i. La inductancia del
electroiman depende de la posicion de la esfera, y
puede modelarse (entre varias alternativas semejan-
tes) como:

L
L(y)=L +—>—
) 1 1+y/la 2
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donde Ly, L; y a son constantes. Este modelo repre-
senta el caso en el que la inductancia tiene su maximo
valor cuando la distancia al electroiman de la esfera es
minima, y decrece a un valor constante a medida que
la bola se aleja (a¢) hasta)y—> 0. Obsérvese que
L(y)#0 ,paratodo y =0 .Tomando:

B = (00 o)

como la energia almacenada en la bobina, la fuerza
F(y,i) viene dada por:

’ dy  2a(l+y/a)

La ecuacion que gobierna el subsistema eléctri-
co esta dada por:
v= ¢ + Ri (5)

donde v es la fuente de tension en el circuito y
@ = L(»)i es el flujo magnético. De manera que:

v= %y’i + L()i + Ri (6)

de donde se obtiene:

i=|v—Ri -y b 111
a(l+ylay |L(y)

(7

Introduciendo las variables de estado x, =y,
x, = y,x, =i, u =V, reemplazando en (1)y en (7),
obtenemos el sistema:

= x
. k ax’
x2= g — _x2 — llo—)%z
m 2m(a+x,)
X, = ——|—Rx; + XX, + u
L(%){ (a+x) ” }
y=X% (8)

donde el vector de estado x varia en la region de
operacion del sistema:

Q={(x1,x2,x3)eR3/xl >0,x, >0} )

Un fécil calculo muestra que los puntos de
equilibrio del sistema vienen dados por:

f2 >
X = (xl*a 0: )%*): [le’ O: ail;g(a-i_xm)j (10)

para un valor fijado % = V. de la variable u, y una
posicion deseada X,z . El objetivo de control es esta-
bilizar el sistema en torno a un punto de equilibrio
deseado X: ,y para ello se asumira un conocimiento
perfecto del estado.

3. DISENO DEL CONTROL FLC

El sistema de suspension magnética (8) puede
expresarse en la forma afin dada por:

X = f(x)+gxu

(11)
y = h(x)

donde f(x) y g(x) son los campos vectoriales defi-

nidos por:
X
k Loax32
X)= - —x, - ——
J)=| g m 2m(a+x1)2
L[ Lyax,x,
L(x;) (a+x)’
0
g(x)= 0
1
| L(x) | (12)
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y h(x) eslafuncion de salida y = h(x) = x,.

Es obvio que el grado relativo del sistema res-
pecto alasalida y =X, es 3, por lo tanto, de acuer-
do a resultados bien conocidos (véase, por ejemplo,
[8]), existe un difeomorfismo 7 :U < Q — T(U),
donde U es un entorno de un punto de equilibrio x,
del sistema, y un cambio de coordenadas afin y
dependiente del estado, expresado por:

u=a(x)+ px) (13)

con PB(x)#0, tal que en las coordenadas definidas
por T’ el sistema original es equivalente a un sistema
lineal expresado en la forma canénica de Brunovsky:

z=Az+Bv (14)
En este caso, un facil calculo muestra
que z = T'(x) viene dado por:
zZ, = X,
Z, = X,
k L,ax
Z3 =8 - — X, — —

2m(a+x1)2 (15)

mientras que (14) viene dada por:

010 0
2={001|z+|0]|v (16)
000| |1

con:

K KL,ax,’

a(x)= _k + —x —_—
mg m* "’ 2m’(a+x,)’

RLja x32
(a+x, )2 mL(x,)

Lyax,

m(a+ xl)3

(Loa)2 x2x32

(a +x1)4mL(x1) (17)

Lyax,

A sy L) .

En el sistema lineal y controlable (16) obtenido
se puede hacer:

v= k(z—z)= kI(x—x.) (19)

con una ganancia k de modo que sea 4, + B.k Hur-
witz. Por ejemplo, puede utilizarse un regulador lineal
cuadratico (LQR) para la eleccion de k. Con el control
v=kT(x—x.) el sistema (8) se estabiliza en el
punto de equilibrio x..

4. DISENO DEL CONTROL PBC

En esta seccion se disefiard el control por pasi-
vizacion, aplicando el procedimiento desarrollado por
Sira-Ramirez y aplicado a diferentes tipos de procesos
(eléctricos, quimicos, etc.) [9-12].

A. Pasivizacion del sistema
El sistema de suspension magnética (8) puede
escribirse en la forma general

x= f(x) + gu
y= h(x)

observando que los campos vectoriales f' 'y g son:

(20)

X
k a 2
JD=g = o - 2m(lczﬂ+x1)2
1 (_ loax2x3j
L(x,) ’ (CH'xl)2
0
gx)= 0
1
L L(%) Q1)
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mientras que la salida es:

y= hx)= x (22)

Como se establecid en la seccion previa, el
sistema es de fase minima y la salida del sistema tiene
grado relativo 3. La region de operacion del sistema
ya descrita en (9) es:

Q= {(xl,xz,x3) eR*/x, >0,x, > 0}

tal como se establecio en la Seccion 2, con x; y X3
ademas acotados superiormente por las condiciones
fisicas del sistema.

Considérese la funcidon de almacenamiento de
energia

1
V= E(x12+x§+x32) (23)
es facil ver que:
LVW= ——# 0en Q (24)
L(x,)

Por lo tanto, el sistema es pasivizable con fun-
cion de almacenamiento de energia V(x). Es decir,
existen funciones escalares ¢(x) 'y f(x) en Q
con B(x)#0 en Q , tales que el cambio de coorde-
nadas dado en la ecuacion (13):

u=a(x)+ p(x)

hace que el sistema en lazo cerrado (8)-(24) sea pasi-
vo respecto a la funcidon de almacenamiento V y a la
rata de suministro definida por s(u,y) = uy.

La derivada de V, respecto al tiempo a lo largo
de las trayectorias de (8), es:

. k Rx] axyx,
V= ——Jé — —x3 + XX, + gx, — 10#)(32
m L) 2m(a+x,)
Lya x2x32 ux,
L(x)(a+x, )? L(x,) 25)

De donde se obtiene que el campo vectorial
flx) posee la descomposicion natural respecto de la
funcion de almacenamiento V:

J@)= £, + fu.(x) + f,(x) (26)
con:
0
fi=| <,
m
3 Rx,
| L(x) |
X,
_ Lya x32
Ju)=| 8 2m(a+xl)2
Lya x,x,
L(x)(a+x,)*
Ji(x)=0 (27)

donde las componentes Ja(X), fr4(X) y J1(%) satis-
facen:

Rx32
L(x,)

<0 en Q

k
L, V(x)= —;xj -

Lyax,x,

L, V(x)= xx, + —
‘fa ( ) 172 j225) 2m(a+xl)2

nonegativaenQQ 6

Laxyx,
indefinida en O

L(xXa+x)’
Lf/ V(.X) =0en Q (28)
En forma resumida, la derivada de V, respecto

al tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema (8),
se expresa como:

V= L, V(x) + L, V(x) + L, V(X)u (29)
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Considérese la transformacion de coordenadas
de la entrada dependiente del estado:

h(x) L V&) 60 (x)

u= v - (30)
LV(x) LV(x) L V(x)

donde U es una nueva funcién de control y J es un
escalar estrictamente positivo.

Substituyendo cada término ya calculado en
(25), se obtiene

2
Uppe = X L(x)v - ox L(x)  xxL(x)
X3 X X3
_ g5L(x,) Lyax,x, Lyax,x,L(x,)
X, (a+x) 2m(a+x,)’ (31)

Esta funcion uppc es de la forma (24), por lo
tanto es una realimentacion que hace pasivo al sistema
en lazo cerrado (8)-(24), es decir al sustituir (30) en la
expresion para U dada en (13), se obtiene:

V<xw (32)

la cual es la expresion diferencial de la pasividad de
acuerdo a Byrnes [8].

B. Forma candnica del sistema pasivo.

Substituyendo u,,. en el sistema de suspension
magnética (8), obtenemos el sistema en lazo cerrado:

6= X
Y T Loax,
L= 8 mx2 2m(a+xl)2
= {_R_)%_ﬁ_gm Lyax,
Lx) x x  2ma+x)
2
_%}+ﬁv
X X

(33)

Este sistema en lazo cerrado puede expresarse
en la forma canonica Hamiltoniana

X= —S(x)%(x) — R(x)%(x) + M(x)v (34)

donde 3(x), R(x)son matrices tales que

3" (x)=-3(x), R"(x)=R(x)=0 (35

que satisfacen las ecuaciones

LA C) PN -\
Ja(X) VT g)= —R(x) o (x)f; (%)
{éx} g(x)
& )
X
I—-g(x) - Sra (%)
N g (x)
L ax g .
=-—5(X)€§§(X) (36)

Basandose en estas consideraciones se obtienen
las matrices

0 g X _gx
X X3 XXy
£ 0 _ Lax,
3I(x) = X, 2m(a+ xl)2
ﬁ_,_gxz _ Lyax, _ 0
XXX, 2m(a+x,)
0 0 0
R(x)=|0 £ 0
m
2
0 R +5x;
L L(x,) X3
(37
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Estas matrices satisfacen las condiciones (35) y las
ecuaciones (36) con:

ov
6_x(x) = X (38)

C. Moldeado de la energia e inyeccion de
amortiguamiento

Considérese la funcion de energia modificada

Vo= Vlxx,)= %<x—xd)’(x—xd) (39)

Donde:
Xy = (X145 X005%34) (40)

es un vector de estados auxiliar que representa el esta-
do que se desea alcanzar. Es decir:

1
\Z :3[(361 _xld)2 +(x, _x2d)2 +(x; _x3d)2] (41)

Derivando V4 respecto del tiempo a lo largo de
las trayectorias del sistema, se obtiene:

Va=(x-x,) (i-%,)

=(x—x,)" [—R(x)x —3(x)x+M(x)v— Xd] (42)

Agregando ahora un término que representa la
inyeccion de amortiguamiento de la forma — R, (x)x,
tal que R, (x) = R(x) + R, (x) sea una matriz semide-
finida positiva para todo x € €2, se obtiene

V= (—x) [R0)-R,)x—x,) — Ax)(x—x,)

=Ry, + R.(x—x)) + Mx)v — %,— S(x)xd] (43)

Ahora se puede imponer que el vector auxiliar
x4 satisfaga la ecuacion diferencial ordinaria

X,= —Rx, + R,(x—x;) + Mx)v — Jn)x, (44)

que se interpreta como un compensador dinamico.

Se tendra en definitiva que:

V= —(x—x) R, (x)(x-x,) 45)
con:
R,(x)= R(x) + R, (x) (46)
y asi:
Vo= () (- x,) @7
con:
a= infer ;i’min (Rm ('x)) > O
(48)
b = Super ﬂ’max (Rm (x)) > O

De donde se sigue que V' (x,x,) es una funcién
de Lyapunov para el sistema y, por lo tanto, el vector
x(t) converge asintdticamente hacia la trayectoria
auxiliar x, (7).

D. Compensador dinamico.

En la ecuacion (44), que define el compensador
dindmico, podemos sustituir los valores de  R(x),
R, (x), 3(x) y M(x),conlo cual se obtiene la
ecuacion diferencial (49).

La ecuacion (49) obtenida es un sistema lineal
dependiente del tiempo respecto a la variable auxiliar
x4. Con ella se dispone de suficiente libertad para sinte-
tizar el control de realimentacion externo U. Tipica-
mente se impone a una componente particular de x,
un valor de equilibrio constante deseado, en correspon-
dencia con el punto de equilibrio original X« conside-
rado.

En este caso se puede particularizar usando las
variables auxiliares ¢ y 7 como se muestra en la
ecuacion (50).

Con lo cual se obtiene finalmente la ecuacion
algebraico-diferencial (51) que produce U.

56 Rev. INGENIERIA UC. Vol. 10, N° 3, Diciembre 2003



Arteaga, Morillo y Obediente

Xy = _ngd + ﬁxsd + &xjd + R0 —x,)
X X, %%
. g k Lyax,
= — —_ — _—_— 4 —_
X xlxld Y (@) R, —x,,)
: x gv| . Laxx, [ R 5fo
Yy = o =+ (X, — +— Iy
[)g xlxj " m(a+x) (mq) X,
R (g —x,,) + ﬁu (49)
x,
E=Xg » N=Xyy 5 Xy =Xy (50
E=-Ep 4 [ﬁ + &}% + ROy — &
X XXX
. g k Lax,,
= &F - Dy o 0 4 R(x, —
n alé - (@) (= 7)
2
X X 2mx;(a+x,) N x
= 2R %)
i (51)

5. CONCLUSIONES

Se alcanzé el disefio de los controladores anun-
ciados para el sistema de suspension magnética, tanto
el basado en la linealizacion exacta, como el basado en
la metodologia PBC. En el disefio de ambas propues-
tas, para mayor simplicidad se asumi6 la disponibili-
dad total del estado, sin embargo un analisis mas re-
alista deberia contemplar la inclusién de observadores
para medir algin estado inobservable, como lo es la
velocidad, por ejemplo. El disefo del controlador PBC
resultd ser mucho mas interesante, ya que este se basa
en aspectos estructurales de la fisica de los subsistemas
eléctrico y mecanico que conforman el sistema com-
pleto, especialmente en la relacion entre el almacena-
miento de energia y su disipacion. En este punto se

explota la descripcion del sistema en forma candnica
Hamiltoniana de pasividad, la cual sintetiza la manera
como los términos disipativos y no disipativos de la
energia influyen en la dinamica del sistema. Una etapa
inmediata que haria falta desarrollar para proseguir
este trabajo, es la realizacion de simulaciones compu-
tacionales (en ambiente Matlab-Simulink, por ejem-
plo), que permitan la comprobacion de la eficiencia de
las acciones de control sintetizadas, asi como de su
robustez ante la incertidumbre de los parametros y ante
la presencia de perturbaciones. Las simulaciones tam-
bién permitirian una comparacion del desempefio de
ambos controladores entre si, asi como frente a otras
propuestas conocidas. Adicionalmente seria muy per-
tinente analizar el problema de seguimiento de trayec-
torias en el caso del control basado en pasividad.
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