é FACLLTAD
INGERIERIA

Disefio de algoritmos para la estabilizacion simultanea con multiples
dominios acotados con el método de factorizacion

REVISTA INGENIERIA UC. Vol. 10, N° 3, 99-114, 2003

Francisco J. Arteaga B.Y Marco A. Contramaestre A.”, Mayra A. Vizcaya N.@ Guy O. Beale™”, Atilio Morillo®
DUnidad de Investigacion en Automatizacién Industrial, Escuela de Ingenieria Eléctrica
Universidad de Carabobo, Valencia, Venezuela
@ Electrical and Computer Engineering, George Mason University, Fairfax, Virginia, U.S.A.
®Centro de Investigacion de Matemdtica Aplicada, Division de Postgrado de Ingenieria, Universidad del Zulia,
Maracaibo, Venezuela
Email: farteaga@uc.edu.ve, gbeale@gmu.edu, amorillo7@cantv.net

Resumen

Este trabajo presenta el disefio de algoritmos para la estabilizacion simultanea con multiples dominios
acotados de estabilidad. El método utilizado es una extension del enfoque basado en la factorizacion coprima para
el caso de dominios acotados. Las condiciones especificas de D;-estabilidad para dos y tres plantas, la extension
de la propiedad de paridad interlazada y la parametrizacion de los compensadores D;-estabilizantes se aplican en
el desarrollo de los algoritmos. Los sistemas asociados para dos plantas y los sistemas asociados y auxiliares para
el caso de tres plantas fueron derivados. Se presenta como ejemplo el caso de un sistema con dos modelos de
planta lineales y de primer orden. A partir de los resultados obtenidos, se establece que el compensador calculado
estabiliza satisfactoriamente en forma simultanea los dos modelos, cumpliendo con los criterios de disefio del
sistema. Estos algoritmos pueden ser extendidos al caso de un nimero mayor de tres modelos de planta.

Palabras clave: Estabilizacion simultinea, dominios acotados, factorizacién coprima, disefio de algorit-

mos.

Algorithms design for simultaneous stabilization with multiple bounded
domains using factorization approach

Abstract

This work presents the design of algorithms for simultaneous stabilization with multiple bounded domains
of stability. The method used is an extension of the coprime factorization approach for the case of bounded
regions. Specific conditions for D;-stability for two and three plants, the extension of the parity interlacing
property and the parametrization of the D;-stabilizing compensators are applied in the algorithm development. The
associated  systems for two plants and the associated and auxiliary systems for the case of three plants were
derived. A case study of two first order linear plants is presented. Based on the obtained results, it is determined
that the designed compensator stabilizes simultaneously and satisfactorily both models, meeting the performance
system requirements. These algorithms can be extended to the case of more than three plant models.

Keywords: Simultaneous stabilization, bounded domains, coprime factorization, software design.

1. INTRODUCCION

El problema de Estabilizacion Simultanea pue-
de visualizarse como un caso muy particular e impor-
tante dentro del contexto del campo de control robus-
to. El enfoque en control robusto es analizar y disefar
un sistema de control que trabaje con un buen grado
de precision en el cumplimiento de los requerimientos
(sobreimpulso, tiempo de establecimiento, etc.) ante la

presencia de incertidumbres de la planta. En estabili-
zacion simultanea las incertidumbres se derivan de la
dindmica de la planta y son expresadas en un nimero
discreto 6 finito de modelos de planta [1, 2]. El proce-
so se representa mediante » +1 modelos de planta p,
P1, P2 ..., pr donde py es el modelo en condiciones no-
minales, y pi, ps, ..., p, son los modelos planta ante la
presencia de perturbaciones, fallas, etc. Entonces, si
la familia de plantas puede ser estabilizada por un
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compensador ¢, en caso de fallas se mantiene la
estabilidad del sistema. Algunas de las aplicaciones
del concepto de estabilizacion simultanea consideran
el disefio de control confiable, sistemas no-lineales, y
control robusto [3, 4]. En el disefio de control confia-
ble, el problema consiste en estabilizar simultanea-
mente una planta nominal y perturbaciones discretas
de la planta provenientes de fallas de componentes
del sistema, o cambios estructurales en la planta. En
el disefio de un compensador para un sistema no-
lineal, modelos linealizados de la planta son deriva-
dos para diferentes condiciones de operacion de la
planta, y el compensador es disefiado para estabilizar
simultdneamente los diferentes modelos de planta. En
control robusto, el propdsito del compensador es esta-
bilizar el sistema de lazo-cerrado bajo perturbaciones
continuas resultantes de incertidumbres en la modela-
cion del sistema nominal [3-6].

En el estudio de control de procesos es im-
portante visualizar previamente el comportamiento
del sistema durante su funcionamiento normal ¢
cuando ocurren irregularidades, de modo que se
hace necesario llevar esta teoria de estabilizacion
simultanea al computador, mediante el desarrollo de
un software que permita simular de manera repre-
sentativa y dindmica el comportamiento de la planta
durante sus diferentes condiciones, y de esta manera
se puede comprobar que un compensador satisface
de modo eficaz los requerimientos para cada uno de
los procesos a estabilizar.

2. MOTIVACION DE ESTA
INVESTIGACION

Una de las razones para implementar estos
algoritmos basado en la estabilizacién simultanea es
proporcionar una herramienta para el disefio de sis-
temas de control confiables en presencia de fallas en
sensores y actuadores asi como para la ensefianza de
estabilizacion simultinea de manera interactiva con
el usuario. La estabilizacion confiable esta relacio-
nada con la situacién donde el objetivo es mantener
la estabilidad de lazo-cerrado en presencia de fallas
de la planta y/o controlador. Estos problemas corres-
ponden a lo que se ha referido como la sintesis de
sistemas de control con integridad [3 ,7, 8]. La des-
cripcion de la planta puede representarse por la fun-

cion de transferencia p, (planta operando en condi-
ciones nominales), y pi, pa, ps, ..., Pr representan la
descripcion de la planta en la presencia de varias
fallas, tales como la pérdida de sensores, actuadores,
transductores, etc. Si la familia de plantas po, p1, p>,
ps, ..., pr puede ser estabilizada por un compensador
comun ¢, entonces en el caso de tener una falla, ¢
mantiene la estabilidad del sistema, un dominio de
estabilidad es la region del plano s donde deben es-
tar todos los polos de cadena cerrada de un sistema
compensado. El caso en el que las plantas se asumen
que tienen el mismo dominio de estabilidad D, es
llamado el problema convencional de estabilidad
simultanea y la forma del dominio se muestra en la
Figura 1, un dominio de estabilidad es la region del
plano s donde deben estar todos los polos de cadena
cerrada de un sistema compensado.

4Ims
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Figura 1. Dominio generalizado de estabilidad.

El andlisis del problema generalizado nos lleva
a la posibilidad de tener el caso de diferentes conjun-
tos de requerimientos de funcionamiento para cada
modelo p;. En el caso que el sistema nominal falle, se
tiene que tratar como un sistema diferente del com-
portamiento de operacion nominal. Cada modelo de
falla puede resultar en diferente funcionamiento, con-
llevando a diferentes polos de lazo cerrado dentro de
un subconjunto D;, de D (el semiplano-s izquierdo
abierto) con el fin de cumplir objetivos adicionales
tales como sobreimpulso, tiempo de establecimiento,
etc.

El beneficio de usar multiples dominios en vez
de usar solamente el dominio mas pequefio D, radica
en que se puede estar interesado en estabilizar cada
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planta p; (i= 1, 2,..., r) en alguna region de D; que no
es parte de Dy. En este caso, la estabilizacion simulta-
nea se realiza con respecto a cada uno de los dominios
especificos para cada planta. Este es un problema
menos limitativo que considerar el mismo dominio Dy
para todas las plantas, y también mas real. Las plantas
pi (i=0,1,2,...,r) pueden ser simultaneamente
estabilizables con respecto a cada D; aun cuando no lo
sean con respecto al mas pequefio dominio comin D,

La motivacién para el uso de domi-
nios acotados radica en el hecho de que existen
limitaciones fisicas en el compensador, los actuado-
res y otros instrumentos (sensores, transductores)
presentes en el sistema [3, 7, 8]. Esto resulta en una
cota superior en la magnitud de la parte real negati-
va de los polos de lazo-cerrado. La forma para estos
dominios acotados se muestra en la Figura 2.

&Ims

Figura 2. Dominio acotado de estabilidad.

3. FUNDAMENTOS MATEMATICOS

3.1 Terminologia de conceptos utilizados

El término C, representa el semiplano derecho
cerrado, es decir, s: Re s >0, C.representa todo el
semiplano izquierdo, es decir, s: Re s < 0, y el térmi-
no C,, representa el semiplano derecho extendido
del plano complejo s, es decir, C,, abarca C, mas el
infinito ().

El conjunto de los polinomios en el plano s
con coeficientes reales se representa como R[s] y el
conjunto de las funciones racionales con coeficientes
reales se representa como R(s). Por lo tanto, R(s)

puede utilizarse para representar el conjunto de todas
las posibles funciones de transferencia, incluyendo
los sistemas lineales invariantes en el tiempo. Existe
un subconjunto de R(s) llamado S conformado por
todas las funciones racionales estables y propias. En
S, estas funciones racionales estables y propias no
son acotadas y todos sus polos tienen parte real ne-
gativa. En particular, S es un dominio Euclideano
propio y R(s) es un subconjunto de R[s] y S.

3.2 Factorizacion coprima para dominios
acotados

Se asume un dominio dado de estabilidad D
en el plano s, y una funcién f € R(s), donde f puede
escribirse como la relacion:

0
/ B(s)

con Pi(s), Px(s) € R[s], y Pi, P, coprimos en Sp
(ningtn cero comun en D°). n expresa el maximo gra-
do entre P,y P,, es decir, n = max[deg(P;, P,)], y se
define:

B(s)

P(s)
(D
(sty)"

1 67’

fr(s)=

donde 0, <y <o, y 7 e R. Lasnuevas funciones
fi(s), fo(s) € Sp y son coprimas en Sp, y ahora f
puede escribirse como:

fo=2

1>(s)

la cual se refiere a la factorizacion coprima de f'(s) en
el conjunto Sp. Las funciones fi(s) y f2(s) son propias
y estable en Sp y no tiene ningln cero comun en D°,,.
El concepto de factorizacion coprima permite deter-
minar la existencia de un compensador ¢ € R(s) que
D-estabiliza a una planta dada p € R(s). Primero, la
planta p se factoriza como una relacion:

_n(s)
p(s) 76)

donde n, d € Spy son coprimas en Sp. Entonces, pue-
de decirse que ¢ es un compensador que D-estabiliza a
la planta p si y sélo si ¢ puede factorizarse como la
relacion:
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xn+yd=1 (2)

Esta expresion es llamada la identidad de
Bezout (o el teorema de Bezout) 3, 9, 10].

3.3 Propiedad de paridad interlazada

Teorema 1: (Estabilizacion Fuerte) Una planta p es
fuertemente estabilizable si y so6lo si el numero de
polos de p(s) entre cada par de ceros reales, incluyen-
do el infinito (o), en Re(s) > 0 (es decir C.,) es par.

La condicion descrita por el Teorema 1
[3, 10, 11] ha sido llamada propiedad de paridad inter-
lazada. La estabilizacion fuerte de una planta p puede
determinarse ahora en términos de la Propiedad de
Paridad Interlazada “PIP”. Este y otros teoremas rela-
cionados con el concepto de estabilizacion fuerte y el
PIP son ampliados para el caso de la region de estabi-
lidad siendo un dominio acotado D en el semiplano
izquierdo del plano s.

3.4 Parametrizacion de los compensadores
D-estabilizantes

Se asume una planta dada p € R(s) y factoriza-
da como:
n
p = —
d
con n, d € Spy coprimos en Sp. También se propone
que el compensador ¢ puede factorizarse como:

c=—
d
donde x, y € Sp y son coprimos en S,. Entonces, una
solucion particular de la Identidad de Bezout se
obtiene asi:

xn+yd=1 3)

Bajo estas asunciones, el conjunto de todos los
compensadores D-estabilizantes para la planta p pue-
de expresarse de la siguiente manera:

x+rd
c= :

SD(p):{ reS,, y+rm#0 } (&)

y+rn

donde » es un parametro “libre”, es decir, » puede

variar en todo el conjunto S,. La expresion (4) es una
extension del resultado presentado como un teorema
para un dominio acotado D en [3]. El conjunto S, es
un dominio Euclideano propio valido y cada p € R(s)
puede factorizarse como una relacion de dos funcio-
nes enS,, ny d las cuales también son coprimas en S,.
Para el caso que el dominio de estabilidad D es acota-
do, estos dos hechos garantizan la validez de expre-
sion (4) para el conjunto Sp(p) de todos los compensa-
dores D-estabilizantes para la planta p. Una prueba de
esta presentacion para un dominio no acotado D pue-
de encontrarse en [3]. Esta prueba también es valida
para el dominio D que ha sido acotado.

Teorema 2: (Estabilizacion Simultanea) Dadas las
plantas SISO p,, ..., pi, se define:

am = yOdi + x(]ni’ b(]l = dOni - dino
para i = 1,..., k. Entonces py,..., p;, pueden ser simul-

taneamente estabilizadas si y solo si existe un my €
Spi tal que:

a, +mb

00

sea una unidad parai=1,..., k [3, 9]

El Teorema 2 plantea que po, ..., pr, pueden ser
simultaneamente estabilizadas si y solo si las plantas
asociadas:

p(]x = b()i /a(]l

parai=1,..., k, son fuertemente estabilizables y pue-
den ser simultaneamente estabilizadas por un compen-
sador estable. Podria entenderse que si existe mas de
una planta asociada (es decir mas de dos plantas origi-
nales), la estabilizacion fuerte de cada una de las plan-
tas asociadas es una condicion necesaria, pero no sufi-
ciente, para la estabilizacion simultanea de las plantas
originales [12, 13].

3.5 Extension de la propiedad de paridad
interlazada para dominios acotados

Una extension de la propiedad de paridad inter-
lazada ha sido desarrollada en [5] donde se considera
el caso de un Dominio acotado D de estabilidad como
se ilustra en la Figura 2. En este tipo de dominio, D°
representa el complemento de D y D“,, representa el
complemento extendido de D.

Teorema 3: Sea D un dominio acotado de estabilidad
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y D, el complemento extendido de D. Ahora supon-
gamos a p € R(s) y que zi,..., z; son los ceros reales
de p en D“,,. Si en cada uno de los intervalos (z;, zi+1)
e D%, con i=1,.., k, hay un nimero par de
polos reales p; de p(s), entonces alli existe un
compensador c(s) estable con respecto a D tal que el
sistema de lazo-cerrado (p, c) es estable con respecto
aD.

La propiedad descrita en el Teorema 3 es llama-
da la Extension de la Propiedad de Paridad Interlazada
“EPIP”. Entonces se dice que una planta es D-
fuertemente estabilizable si y s6lo si cumple con el
“EPIP”, lo que es una condicion necesaria y suficiente
para la D-estabilizacion fuerte de una planta p. Una
prueba de este Teorema se encuentra en Arteaga [5].

4. RESULTADOS TEORICOS

En esta seccion se desarrollan los procedimien-
tos para la solucion de la estabilizacion simultanea de
dos y tres modelos de plantas, donde las plantas dadas
solamente pueden ser estabilizadas simultdneamente
si el sistema final (planta auxiliar) puede ser estabili-
zado por un compensador estable, es decir, la planta
auxiliar es fuertemente estabilizable.

4.1 Dj-estabilizacion simultanea de dos plantas
con dominios acotados de estabilidad

Se asume dos modelos de plantas py y p; con
sus correspondientes dominios acotados de estabilidad
Dy y Dy, ademas, se tiene que Dy N Dy ¢ , tal como
se muestra en la Figura 3.

Los modelos dados se descomponen de la
forma:

pi = ni /dl
donde n;, d; € Sp; y coprimas en Sp;, i = 1, 2.

Ademas se tiene a Sp; (p;) que denota el conjun-
to de todos los compensadores que D;-estabilizan a p;,
se asume que alli existe una solucién particular C: e
Spi(p;) para todo p;, donde:
c=x/y

sera factorizacion coprima de ¢ en Sp;.

. Ims
\---n.h m-_ Res
—o| -0 -0y |-o 1= -
Do
D,

Figura 3. Dominios acotados de estabilidad D, y D,
asociados con las plantas pg y p;.

La parametrizacion de todos los compensadores D;-
estabilizantes para p; esta dada por:

: re§,,oon y—rn ;tO} Q)

Igualando la parametrizacion de los controlado-
res para py y p1 (co = ¢1) y resolviendo para r| en tér-
mino de r resulta que:

Xy, —xy,+5(dy +nx)
n=— - ©)
y() 1 + x()nl + ’/;) (d(Jn] d n )

1"%

Con: a(}l = y(Jdl + x(Jnl y b = dUnl - dln()

01

se reorganiza la ecuacion (6) de la siguiente forma:

XX (d,y, +n,x,)
' a, +rb

001

(7

Sir e Spi, este rp hace que ¢; € Spi(p1), ¥y
también hace que ¢; = ¢y € Spo (po) para el ry especi-
fico usado; por lo que ¢y € {Spo (Po)NSp1 (p1)}.

Ahora,r; € S siy solosi
a()l +r0b01 = u()l € M(SD,) (8)

donde: am = yodl +xon1’ bm = donl _dlno
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y a, , b, €Spi,ycoprimosen Sp . La expresion
(8) representa el sistema asociado para las plantas pyy

48

Corolario 1: Dado el sistema asociado a, +7.b, =u,
donde u, e u(S,)y a,, b,eSp, elcompensa-
dor estabilizante para la planta asociada p, =b,/a,
€S ro.

Si p,=h/a, y es fuertemente D;-estabilizable,
ro€Sp; puede encontrarse siempre que U, € ”(Sm) .
Ya que 7y es un parametro del conjunto Spg(po), 7o
ademas pertenece a Spg . Si se denota por 7o a el para-
metro requerido que pertenece a Spo, la existencia de
7o esta sujeta a las condiciones presentadas en los
siguientes Teoremas:

Teorema 4: Dado py y p; como los modelos de plan-
tas con sus respectivos dominios acotados de estabili-
dad Dy y Dy, y se tiene que DyND; # 0, tal como se
muestra en la Figura 3. Dado el modelo p, co-
mo p, =n,/d, donde ny, dy € Spyy coprimo en Sy,
y al modelo p; como p, =#, /d , donde ny, dy € Sp
y coprimo en Sp,. Existe un Co = X, / y,, donde xo, 0
€ Spo y coprimo en Spy , como una solucion particular
(que siempre puede ser encontrada) de:

x()n() + yUdU = u(J e u(SDU) (9)

dado p,=b, /a, como el sistema asociado formado
de po y p1, donde:

aOl = y(]dl + x(]nl y b()] = dOnl _dan

Decimos que po; es fuertemente D;-estabilizable y que
ro € Sp; estabiliza a py;. Si 3 ry; € Sp; tal que:

(l_r;nbm) € u(Sm) (10)
Fo = ’/(') + n)lam c SDO (1 1)
1- ’/;nbm
entonces:
a, + 70b0] =Ua € M(Sm) (12)

Teorema 5: Asumiendo toda la notacion del Teorema

4. Si po; es fuertemente D,-estabilizable y si existe alli
una solucidn particular 7, € Spgtal que:

a,+7b, =ua € u(S,) (13)
entonces py y p; son simultdneamente
D;-estabilizables.

Entonces las condiciones para la

D;-estabilizacion simultanea de po y p; estan dadas por
las suposiciones hechas en la declaracion del Teorema
5. Tales condiciones son:

po1 es fuertemente D;-estabilizable:

u,—a
;/Z) — Olb 01 E SDO
01
Ahora que el caso de la estabilizacion simul-
tanea para dos modelos de plantas ha sido analizado y
discutido, el siguiente paso es considerar adicionar un
modelo de planta mas y estudiar el caso de la D;-
estabilizacion simultanea de tres modelos de plantas

con sus respectivos dominios acotados de estabilidad.

4.2 Di-estabilizacion simultanea de tres plantas
con dominios acotados de estabilidad

Se asume que el modelo de planta dado para
ps como p, =n/d, 'y sudominio correspondiente
Ds, donde n3, d3 € Sps, y coprimo en Sp; . Los mode-
los de plantas po y p; dados como en la seccion 4.1, y
los dominios relacionados por la condicion
Dy € (D1ND,), tal como se muestra en la Figura 4.
Igualando la parametrizacion de los controladores
para py y p, y resolviendo se tiene una solucién para r,
dada por:

(xoyZ —x2y0)+r'0(y2d0 +x2n0)
(yodz + xunz ) + 7’"0 (dunz - dzno)

}"2:

(14)

y el sistema asociado para las plantas pyy p, esta defi-
nido por:

a,,+r' b, =u, (15)

0 02

donde a, =y d,+xn,, b,=dn —dn .y a, . b

0" 22 0 02

€ Spy y coprimos en Sp;.
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4 Ims

Figura 4. Dominios acotados de estabilidad Dy, Dy, y D,
asociados con las plantas py, p; y p».

Corolario 2: Dado los sistemas asociados a, +r.b, =u,
ya, +7,'b, =u,donde ug, up, € u(Sp1)y u(Sp ) res-
pectivamente y ao1, bo1, doa, bz € Sp1 v Spy respecti-
vamente, asi como ro€ Sp1 'y 7, " € Sp, los compen-
sadores estabilizantes para las plantas asociadas
p,=b /a, y p,=b,/a, sonryy r,' , respectiva-
mente.

Si la planta auxiliar ¢ sistema asociado P =h,/q,
es fuertemente D,-estabilizable, 7 'e Sp> puede en-
contrarse siempre que g, € u(Sp, ). Yaque 7,' esun
parametro para el conjunto Spo(pg), 7,' también perte-
nece a Spo. La existencia de una solucion 7, '€ Spy esta
sujeta a las condiciones presentadas en el Teorema 4
(considerando a las plantas py y p, en este Teorema).
Asi, las condiciones para la D;-estabilizacion simulta-
nea de py y p, son:

Si po, es fuertemente D,-estabilizable, y

" Uu,—4a,
o=
b

02

E SD 0

Si los parametros 7o y 7,' son iguales, las tres
plantas pueden ser D;-estabilizadas simultaneamente.
Este parametro comun puede ser determinado (si este
existe) realizando un parametrizacion de todos los
compensadores que estabilizan a las plantas asociadas
Po1 Y poz en los dominios D, y D,, respectivamente.

Teorema 6: Se denota a Sp; (po;) como el conjunto de
todos los compensadores que D;-estabilizan a py,

_ T TGy,

Spi(BRy)=1¢ = 1o €8ps 1=750y 01 (16)

— 7101

y de manera similar para la planta asociada pg,, se de-
nomina a Spy(pez) como el conjunto de todos los com-
pensadores que D,-estabilizan a py,

1
_ 1 Ty

Spa(By) =1 Top €Sy 1=105by, 207 (17)

1000

donde ro € Sp1 y ro2 € Spy son los parametros libres en
la parametrizacion. Estas parametrizaciones represen-
tan todos los compensadores estabilizantes para las
plantas asociadas. La prueba del Teorema 6 se encuen-
tra desarrollada en (Ammeen 1.994) [13].

El siguiente paso es igualar a las parametrizacio-
nes de los controladores para pg; vy por, vy formar el
proximo nivel del sistema, es decir, el sistema auxiliar
(Aux1). Hay dos alternativas igualmente validas para
formar el sistema auxiliar (Auxl) para pop1y pe. La
primera de ellas es resolviendo para ry, en términos de
ro1, y el sistema que se obtiene se llama sistema auxi-
liar (Aux1la). La segunda alternativa se hace resolvien-
do para 7y en términos de 7y, sistema auxiliar (Aux1b),

Formacion del sistema auxiliar (Aux1a)

Resolviendo para rg, en términos de ry; se tiene

que:
_ (Vo—ro')+r01(a01+r0'b01)
Toa = ;
(aoz 7 boz)""”m (amboz _aozbm) (18)
El parametro o, € Sp; si y solo si:
Aoy +1bo =g, € u(Sp,) (19)

donde ag= ap + r, boa, bo1= ambea - agbor, Y o1,
bo1» € Spy y coprimos en Sp,. La expresion (19) define
al Sistema Auxiliar (Auxla) para las plantas po, p1, ¥

D2

Si la planta auxiliar  py, =by,, /@y, es fuerte-
mente D,-estabilizable, entonces rg; € Spy puede ser
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encontrado si existe up, € u(Spy ). El parametro ry;
debe pertenecer a Sp; , ya que ry; es también un para-
metro en el conjunto Sp; (po1), y esto es posible debi-
do a que D; ND, #0.

Esta solucion 7y, es usada en la parametriza-
cion de cg, y este ¢y debe ser Dy-estable (co1€ Spo) ya
que se usa en lugar de 7, en la parametrizacion de cy:

X +cyd
cp="2—""2L" ¢, €8, (20)
Yo ~CoiMy
donde
ro+r.a
601 — o0 01%°01 , = SDO (21)
1 =7,y

Formacion del Sistema Auxiliar (Aux1b)

Resolviendo para ry; en términos de ro, se tiene
que:

P (rov_ro)‘l'roz (a02+r0b02) (22)

" (‘101 +1,'by, )+ Toz (aozbm - amboz)

Los parametros de ry; € Sp; siy solo si:

Aoy + Toaboy =ty

€ u(Sy) (23)

donde apy=ag + 7, 'bm, bo21= apboi - aoiboz, y a1,
boz1 € Spi, y coprimos en Sp; . La expresion (22) defi-
ne al Sistema Auxiliar (Aux1b) para las plantas py, p1,
yp>. Sila planta auxiliar 6 asociada £, =h,/a,,
es fuertemente D;-estabilizable, entonces ryp; € Spi
puede encontrarse si se encuentra up; € u(Sp; ). El
parametro o, debe pertenecer a Sp, ya que 7y, tam-
bién es un parametro en el conjunto Sp(pg,), y esto es
posible porque D;ND, # 0.

Este rg, es usado en la parametrizacion de ¢, y
este ¢y debe ser Dy-estable ( co; € Spo ) ya que es usa-
do en lugar de 7 en la parametrizacion de cy:

_ X+ Cond,

Yo = Coally

C » Coa €Sp0 (24)

donde

1
e = Ty +Tply
02

= , €8 25
17 b, Do (25)

En la Figura 5 se muestra un esquema de las
tres plantas con la formacion del sistema asociado y
los sistemas auxiliares

Teorema 7: Asumiendo todas las notaciones
del Teorema 4, y el Teorema 5 y las presentadas en
esta seccion.

SI
[ poi es fuertemente D,-estabilizable y 3

e -€; 70 =Cy € Spo
tal que @y, +7oby, =ttor €u(Sy) 1Y

[ poo €5 fuertem_ente Dg—es_tabilizable y 7o'= Coa € Spo

tal que ay, +7' by, =t €u(S,,)1Y

{[ po2 es fuertemente D,-estabilizable y 3 7, €Sy tal que
1y,

oy T Tboy =thgry €U(Spy) Yg="—"7, €5y 1

0 1- 01561
[po21 es fuertemente D, -estabilizable y 3 T €S tal

Queqg,, + by, =tgy, €u(S,) Y
1
' +r,a
_Fot7pdg,
Coz—1 b €Sy 1}
702002
Entonces

Po, P1, Y P2 son simultaneamente D-Estabilizables. La
prueba de este Teorema sigue de la explicacion dada
acerca del caso de tres plantas con sus respectivos
dominios acotados de estabilidad [5-7].

Nivel de Sistemas Asociados

Nivel de Sistemas Auxiliares

Po12 © Po21 Auxla 6 Auxlb

Samaaes

Figura 5. Sistemas asociados y auxiliares para las plantas
Po, prY P2

4.3 Desarrollo de algoritmos

4.3.1 Procedimiento para dos modelos de plantas
Se Asumime que los modelos de plantas py y p;
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son dados y son factorizados como relaciones de fun-
ciones de transferencias coprimas. Las plantas pueden
estar relacionadas de alguna manera, por ejemplo, ellas
pueden ser linealizaciones de una ecuacion no lineal en
varios puntos de operacion; 6 puede que no exista rela-
cion alguna entre ellas. Las plantas dadas pueden ser 6
no fuertemente estabilizables, ya que un compensador
estabilizable para cada una de ellas puede ser encontra-
do siempre, ademas se asume que cada planta es esta-
bilizada por su correspondiente compensador particu-
lar ¢ y ¢;. El objetivo de este procedimiento es deter-
minar y disefiar, siempre que sea posible, la existencia
de un compensador sencillo que estabilice a todas las
plantas simultdneamente. Los pasos para el procedi-
miento son los siguientes :

Paso 1. Formar el Sistema Asociado a,, +7,b,, =u,, por
la parametrizacion de la solucion particular ¢y tal como
indica el Teorema 2.

Paso 2. Verificar la D;-estabilizacion fuerte para la
planta asociada Pg = by /ay;  usando los resultados
del Teorema 1 y el Teorema 3. Si la planta es fuerte-
mente D;-estabilizable, entonces determinar a ry € Spy,
tal que, up € u(Sp;). Note que si la planta asociada es
fuertemente D1-estabilizable, se garantiza la existencia
de un ry € Sp; tal que ug; € u(Sp1). Si la planta py; no
es fuertemente D;-estabilizable, entonces se deben ob-
tener otros compensadores particulares ¢y y ¢; corres-
pondiente a cada modelo original.

Paso 3. Con el ry calculado, siendo éste el compensa-
dor estabilizante para el sistema asociado pg; (del
Corolario 1), determinar el compensador comun cg
que D;-estabiliza simultaneamente a las plantas py y pi,
de acuerdo a la expresion del conjunto de todos los
compensadores D;- estabilizantes.

Paso 4. Realizar el lazo-cerrado entre el compensador
comun obtenido en el paso anterior con cada uno de
los modelos de las plantas y comprobar la
D;-estabilizacion simultanea de ellas. Si ¢, no
Di-estabiliza simultaneamente a las plantas pg y pi,
volver al Paso 2.

4.3.2 Procedimiento para tres modelos de
plantas

El objetivo de este procedimiento es determinar
y disefar, siempre que sea posible, la existencia de un
compensador sencillo que estabilice a todas las plantas
simultaneamente. Los pasos para el procedimiento son
los siguientes:
Paso 1. Formar los sistemas Asociados

Gy, by =y,

Yy Qg +1'y by, =u,, por la parametrizacion de la solu-
ciones particulares C:, coni=0, 1, 2 tal como indica
el Teorema 2.

Paso 2. Verificar la Di-Estabilizacion fuerte (i = 1, 2)
para cada una de las plantas asociadas ~ p,, =b,, /a,,
y P =by/ay, usando los resultados del Teorema 1
y el Teorema 3. Si las plantas asociadas son fuertemen-
te D;-estabilizable, entonces determinar a ry € Sp; y a
€ Spy, tal que, up; € u(Sp1) y up € u(Spp). Note que
si las plantas asociadas son fuertemente Di-
estabilizables, se garantiza la existencia de un ry € Sp,
tal que uo; € u(Sp1) y un 7, ' € Sp, tal que ugy € u(Spy).
Paso 3. Conryy 7,' calculados anteriormente, siendo
estos los compensadores estabilizantes para los siste-
mas asociados py; y po2 (del Corolario 2), determinar
los compensadores D;-estabilizantes para las plantas tal
como se enuncia en el Teorema 6, y formar el nivel de
Sistemas Asociados Aux1 con cualquiera de las alter-
nativas (Auxla 6 Auxlb) de acuerdo a las expresiones
(18) 6 (22).

Paso 4a. Verificar la estabilizacion fuerte de la planta
Poi» =bgin /a4, (6 Pont = by /Ay ) del nivel auxi-
liar Aux1. Si la planta py;, es fuertemente Dy-
estabilizable, entonces determine ry; que pertenece a
SDZ tal que Up12 € M(SDQ).

Paso 4b. Determinar si el 79; € Sp; obtenido en el Pa-
so 4a produce un compensador ¢y; € Spo. Si se logra,
continuar con el Paso 5. Si no, regrese al Paso 4a.

Paso 5. Determinar el compensador estable ¢y que
estabiliza simultdneamente a las plantas asociadas pg,
y poz sustituyendo g en la expresion dada en el  Teo-
rema 6.

Paso 6. Reemplazar 7,' con ¢y como el pardmetro
libre en la parametrizacion del compensador estabili-
zante para la planta p,. Este es el compensador que D;-
estabiliza simultaneamente a las plantas pg, p1 y pa.
Paso 7. Realizar el lazo-cerrado entre el compensador
comun obtenido en el paso anterior con cada uno de
los modelos de las plantas y comprobar la D;-
estabilizacion simultanea de ellas.

4.4 Descripcion del Software

Esta seccion expone la realizacion del software
para el disefio de controladores basados en estabiliza-
cion simultanea con multiples dominios acotados de
estabilidad, aprovechando los recursos ofrecidos por el
lenguaje de computacion MATLAB para la elabora-
cion de una interfaz grafica amigable para el usuario
[14].
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El SSMBDC fue creado pensando en el disena-
dor. La presentacion y la disposicion de las pantallas
hacen del SSMBDC. un programa facil de usar, debi-
do a que presenta un sistema de navegacion amiga-
ble e intuitiva, ofreciendo un formato estructurado
para el disefio de controladores basados en estabiliza-
cion simultanea con multiples dominios acotados de
estabilidad. La ventana 6 pantalla principal del
SSMBDC. presenta un boton unico para el inicio del
programa, ademas se tiene una barra de opciones de
menu en donde se pueden acceder a los diversos ar-
chivos constitutivos del software, asi como una ayuda
del mismo en un formato pdf en donde el usuario ob-
tiene informacion detallada referente al software dise-
fiado, como también los fundamentos tedricos utiliza-
dos para el disefio del mismo.

5.1 Estabilizacion simultanea de dos modelos
de plantas Py y P; de 1° orden sin retardo.

En esta seccion se presenta la solucion de la
Estabilizacién Simultinea de dos modelos de plantas
po y pisin tiempo de retardo y sus correspondientes
dominios de estabilidad se muestran en la Figura 6.

Grafica de Multiples Dominics Acotados da Estabilided para 2 modales de Plantas

10—
g —— Dominio (Do)
—— Dominic [O1)

Eje Imaginario

Eje Real

Figura 6. Dominios acotados de estabilidad Doy D, para
dos plantas Pyy P; de 1 orden sin retardo.

Dadas las plantas py y p; de la siguiente forma:
ky k,
Py = y D= (26)
s+a, s+ a,

donde ky =5, ap =2, k1 = 10 y a; = -6. Los correspon-
dientes dominios Dy y D; estan definidos como:

D, ={s:=7<Re(s) <=2, |Im(s)|<0.952|Re(s)|} (27)

D, ={s:=6<Re(s) <1,

Im(s)| <1.395|Re(s)[} (28)

donde los valores reales dados por o, y o, (con
i =0y 1) quedan establecidos por el rango de valores
de Tiempos de Establecimientos (7}) especificados
segun el criterio del 2%, y la pendiente de la recta es
representada por la tangente del angulo que determina
el arcoseno del Factor de Amortiguamiento ({") con el
eje real del semi-plano izquierdo.

La factorizacion coprima para las plantas py en
Dy y p1 en D, estan dadas por:

k, 5 N,
(s+7,) (s+4) D, n,
= = = 2Do= — 29
Po (s+ay) (s+2) N, d, 9)
(s+7,) (s+4) D,
kl 10 an
p = (s+7) _ (s+3) _ D, _n (30)
(s+a) (s—6) Ny d,
(s+7,) (s+3) D,

donde ny, dy € Spo y son coprimos en Spy, 11, di € Spi
y son coprimos en Sp;, Yo =4 € Dy (0 region intersec-
cion entre Dy D), y1=3 € Dy.

Estabilizacion de la planta p, en D,

Una solucion particular Co que estabilice a la
planta py en Spy se puede expresar como un compen-
sador proporcional puro dado por:

NrO
_ N, D, X
Go= = o= =k (31)
y0 0 yO
Dy0
donde xy y yo € Spo y son coprimos en Dy, Dy = D,y =

1, Ny =xo = k. € R, y Nyo = yo = 1. Para esta solucion
particular Co , la identidad de Bezout esta dada por:

Xohy + Yody =1, €u(Spy,) (32)
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sustituyendo los términos respectivos se tiene que:

k, N 1(s+a0): . N
“(s+7,) (s+70) D,

Para ubicar los polos de lazo cerrado en s = -yy= -4,
tenemos que u#y = 1, por lo que el compensador se ob-
tiene de la siguiente manera:

_ —-a
co= k, N oy
kO
La ecuacion caracteristica del par (py, Co ). Esta dada
por:

(33)

ACL, = (s +4) (34)

Formacion y solucion del sistema asociado
para las plantas py y p,

La planta asociada py, esta dada por la siguiente
expresion:

ﬂ_ dyn, —dn,

Ao Yod, + X0,

(35)

donde las expresiones para ag; y bg; se calculan a
partir de las factorizaciones coprima de las plantas pg

ypiycon €o.
Calculo de ag;

s+(a, +kk) (s+7,)

Ay = Yod, + X1, = Gi7) Gir) (36)
1 0
Calculo de by,
k —k k, —ak
by = dyn,—dyn, = s(ky —ky) +(aok, —ak,) (37)

(s+7)(s+71)

Sustituyendo los valores dados de ay, ko, a1, ki,
ke, Yo, ¥ Y1 en las ecuaciones obtenidas (36) y (37),
queda:

s?+2s—8 N,

- (38)
s?+7s+12 D,

o =

55+50 N,
s?+7s+12 D,

(39)

Entonces la expresion para la planta asociada resulta:

Doy = &: s(k, —ky) + (agk, —a,k,)
o a, (s+7,)(s + (a, + k k,))

(40)

y sustituyendo los valores correspondientes a cada
variable:

5s+50

o ms+m,
s°+25—8  s7+q,s+q,

NbOl
NaOl

I = i]ominio (53]
* | — Dominio (D13

..................... =

Po = (41)

10

Eje Imaginario

Eje Real

Figura 7. Ubicacion de los polos y ceros de lazo-abierto de
la planta py;.

En la Figura 7 se observa que la planta asociada py;
dada por (41) es fuertemente estabilizable en D;, ya
que no existen polos en el intervalo descrito por los
ceros s=-10 y s=oo. Si  ay =N,,/D,
boy = Nyoy / Dyor s 7 =N,o/ Do s Yty =N,/ D,y
son las factorizaciones coprima de ag, 01, 7y y ug en
sus dominios correspondientes, y N1, Daot, Npoi,
Dyo1, Nyo, Dy, Ny, Dy € R[s], entonces el Sistema
Asociado se escribe como sigue:

dg + by = Uy €u(Sp) (42)
Sustituyendo las expresiones correspondientes:
Noor n %me _ Do Nao1 + Ny Nyoy _ Noor (43)

DaOl DrO DbOl DaOlDrO u01

donde Duo1 = Dpo1 = DD = (s + po)(s + 71) y
Dyo1Dyo = D1
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Consideracion del orden de 7

Se considera 7, de segundo orden y bipropio.
Con este 7y los polos de lazo cerrado del par (poi, 7o)
pueden ser arbitrariamente ubicados en D;, y ademas
tenemos un grado de libertad. Por lo tanto, o = co; se
expresa de la siguiente forma:

2
o = N, cs +es+tc, N,y
0o 01 — - -

: (44)
D, s +ds+d, D,

Para la solucion de (43) se requiere que ug; sea
una unidad en Sp,, es decir, ug; € u(Sp;). Entonces, la
unidad u; se expresa como:

4
" = Ny _ Hi:l(s+4)
01 = =
DuOl DaOlDFO
(s+a,)s+a,)(s+ta,;)s+a,,)

(s+d)(s+3)(s* +ds+d,)

(45)

donde s = -a,;, € Dy, i = 1,..., 4 para lograr que la plan-
ta po; sea fuertemente estabilizable en D;. De la ecua-
cion (42) igualamos los coeficientes y se sustituyen los
términos correspondientes para obtener:

H;(s+aw) = +dls+d0)(s2 +C]1S+q0)+(CZS2 +¢ s+, Xms+n)
(46)

donde los coeficientes ¢'; S de Ny, y m';s de Ny
son valores conocidos de la ecuacion (42), es decir: ¢,
=2,q0=-8, m =5y my=>50.

Todos los s =-a,; €e D1y -a,; € R,i=1,...,4. La ex-
pansionde N = ~ (s+a,) seescribe usando
la siguiente notacion:” ~

ﬁ =C‘ul +au2

47)
fO = aulau2 (48)
y ademas
gl = auS + au4 (49)
=a .
go w3 (50)

Los coeficientes del producto N, = H; (s+a,)
se denotan como z'; s,y estos coeficientes estan defi-
nidos en base a los coeficientes intermedios /'; 5 y g', s
calculados en las expresiones (47) a la (50). Entonces,
la expresion para N, se convierte en:

4
NuOl = Hi=l(s+aui)
. i 4 3 2 (1)
=Zst" =z,8 +2z,8 + 2,8 +z,5+ 2,
=0
donde z, = 1 y los coeficientes z';5,i=0, ..., 3 que-
dan definidos como:
=1
- (52)
Z, = +
3 fite (53)
z,= fo+8 +/18 (54)
zy= g+ /& (55)
z =
0 S0 (56)

igualando los coeficientes queda el siguientes sistema
de ecuaciones lineales:

q, +d, +c,m =z,

(57)
q,+d,+dq, +c,m, +cm, =z, (58)
dq,+d,q, +com +cm, =z, 69)
d,q,+com, =z, 60)

De este sistema se obtiene 4 ecuaciones (57) a la
(60) con 5 incognitas, ¢;, ¢, ¥ ¢o del numerador de ry,
y d1 y dy del denominador de ry. Como existe un grado
de libertad, el valor de una de estas variables sera asig-
nado arbitrariamente debido a la escogencia de dos
ceros en r,. Para este sistema de ecuaciones la variable
seleccionada es dy = 15. El sistema de ecuaciones que-
da expresado en forma matricial como sigue:

(61)

Donde la matriz 4 y el vector columna W estan
definidos como:

(62)
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Z3— 4,
Zy =4 —d,
W= J (63)
Z) —dyq,
zy—dyq,
El sistema es resuelto a continuacion:
G,
e aw
o (64)
dl

Los valores @,;'S utilizados en la resolucion de (64),
fueron los siguientes: a,; = 1.3, a0 = 1.8, a,3=2.2 y
o4 = 3.0 por lo tanto, el compensador

NO
Chy =7, =—— 65
01 0 Dro ( )
resulta:
N,, 0.004s* +0.756s +2.709
Cop =1 = = (66)

D, 5*+6.095+15

Se observa en la Figura 8 que los polos de ¢y =79 €
Spose encuentran ubicados en DyND;. Por lo tanto
podemos afirmar que este compensador cy; = 1y Dj-
estabiliza a la planta asociada py,, es decir, po; es fuer-
temente estabilizable en D;.

1a T T
: : — Domink (Do)
8 8 — Dominio (D1

Eje Imaginario

Eje Real

Figura 8. Ubicacion de los polos y ceros del
compensador cy.

u; + e Y2

Cis) »  Pus
u Hts] <

Figura 9. Sistema de realimentacion con sensitividad
unitaria.

v

6. ANALISIS DE RESULTADOS

Polos de lazo cerrado del par (po, c)

Partiendo de un sistema de realimentacion en
donde intervienen las funciones de transferencias del
compensador comun c(s), del modelo de la planta P;
(s) y funcion de transferencia unitaria de sensitividad
H(s) tal como se muestra en la Figura 9 se obtienen
los polos de lazo cerrado del sistema. El compensador
comun, ¢ = ¢y = ¢; que D;-estabiliza simultdneamente
a po y p1 se obtiene utilizando el parametro ry de la
ecuacion (72) en la expresion del conjunto de com-
pensadores Dj-estabilizantes. El resultado de este
compensador esta dado por:

Xy t1d, _X +rd,

c=c,=c¢ =
Yo =Ty Vi —hh

e (0.444)s’ +(4.876)s +(19.97)s +(29.49)
57 +(9.88)s” +(35.58)s + (46.46)

(67)

(68)

Los polos de lazo cerrado del par (po, ¢) son calcula-
dos y sus valores son:

s1=-4.00 (69)
5= -4.00 (70)
53=-3.045 +2.393 (71)
54=-3.045 - 2.393 (72)

Se denota ACL, como la ecuacion caracteris-
tica de los polos de lazo cerrado del par (po, co). En-
tonces ACL, puede ser expresada como:

ACL, =(s+4)(s+ 4)(s*> +6.095 +15) 73)
ACL,=ACL,D,,D., 74)
donde ACL,= (s +4) es la ecuacion caracteristica de
la solucién particular Co de la planta py, Do = (s+4)
es el factor usado en la factorizacion coprima de po, y
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el polinomio de segundo grado D, es el denominador
de ¢ = 1. La expresion (70) nos muestra la relacion
entre ACL, y ACL, (solucién con Co ), demostrada
teoricamente por Beale [15].

En resumen, el compensador ¢ = ¢y Dy-
estabiliza a la planta p, y a continuacién se muestra en
la Figura 10 que representa las respuesta en el tiempo
ante una entrada de escalon unitario de las raices del

par (po, ¢).

Respuesta ante un Escalén

Amplitud

Tiempo (s)
Figura 10. Respuesta temporal ante una entrada de escalon
unitario del par (po, ¢).

Polos de lazo cerrado del par (p;, ¢;)

De igual manera para la obtencion de los polos
de lazo cerrado se parte del sistema realimentado de la
Figura 8. Los polos de lazo cerrado del par (p;, ¢;) se
obtienen utilizando el mismo compensador comun cal-
culado en (67), es decir que dichos polos se pueden
obtener con el par (py, ¢o), y sus valores son:

s1=-13 €Dy, & D, (75)
S2:-1.8 ED], %Do (76)
S3 = 2.2 € D], S D() (77)
Sa = -3.0 € D], S D() (78)

La ecuacion caracteristica resultante del par
(p1, c1) = (p1, o) puede ser expresada como:

ACL, = (s* +8.35s” +25.06s” +32.63s +15.44) (79)

Es decir, los polos del par (p;, ¢;) son los mis-
mos del par (po1, co1). Recordando que estos polos fue-
ron escogidos arbitrariamente para la solucion de la
ecuacion (64), por lo que:

ACL, =ACL,, (80)

En resumen, el compensador c=c; D;-Estabiliza
a la planta p; y a continuacion se muestran la Figuras
13 que representan las respuesta en el tiempo ante una
entrada de escalon unitario del par (py, ¢).

En definitiva se concluye que el compensa-
dor bipropio ¢ =c¢y=c¢; dado por (67) estabiliza
simultaneamente a py en Dy y a p; en D; ya que ubica a
los polos de lazo-cerrado para cada modelo de planta
en sus correspondientes dominios, tal como se mues-
tran las Figuras 12 y 13.

Respuesta ante un Escalén

Amplitud
I
T

Tiempo (s)

Figura 11. Respuesta temporal ante una entrada de escalon
unitario del par (py, ¢).

Eje Imaginario

Eje Real

Figura 12. Ubicacion de los polos y ceros de lazo-cerrado
del par (py, c).
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Para la seleccion de los Factores Coprimos yy y
y; es necesario hacer un analisis de la expresion (42).

Como los valores 4 y by,
s+(a, +k,k) (s+y,)
(s+y7) (s+7,)
s(k, —ky) + (agk, — a\k,)
(s+7)(s+7)

Qo

bOl

pertenecen a Sp; y son Coprimos en Sp;, se deduce
que yy también debe pertenecer a D), es decir, pertene-
ce a la region comun Dy,;. Para la seleccion de y; no se
presenta mayor restriccion, sino aquella en que solo
basta que pertenezca a D.

El compensador cy;, bipropio y de segundo
orden dado por (65) proporciona cuatro ecuaciones
lineales con cinco incognitas, obteniéndose un grado
de libertad necesario y suficiente para lograr la ubica-
cion arbitraria de los polos de lazo cerrado del par

(p01, 601)

10 T T T T
— Dominic (Do)
B . B B — Dominic (D13

a

&

Eje Imaginario

Eje Real
Figura 13. Ubicacion de los polos y ceros de lazo-cerrado
del par (py, ¢).

7. CONCLUSIONES

En este trabajo se han presentado algoritmos
para el disefio y simulaciéon de compensadores basa-
dos en estabilizacién simultdnea con multiples domi-
nios acotados de estabilidad. Aspectos teoricos y prac-
ticos de la parametrizacion de compensadores D;-

estabilizantes y de las condiciones que deben satisfa-
cerse para la estabilizacion simultdnea de dos y tres
modelos de plantas han sido mostrados. Estas condi-
ciones estan expresadas en términos de la estabiliza-
cion fuerte de sistemas asociados y auxiliares, y en
requerimientos de interpolacion para dos y tres plan-
tas. Se establece también la relacion existente entre la
ecuacion caracteristica de lazo cerrado y la ecuacion
caracteristica de la solucion particular para cada
modelo de planta. En base a los resultados obtenidos,
puede concluirse que los procedimientos desarrolla-
dos permiten la obtencion del compensador estabili-
zante de dos y tres modelos de plantas lineales de
primer orden, cumpliendo con los criterios de disefio
del sistema en forma satisfactoria. Los algoritmos
fueron desarrollados y programados en Matlab y
permiten al usuario disefiar sistemas de control, en
forma interactiva con el computador, aplicando la
teoria de la estabilizacion simultanea para el caso de
regiones acotadas de estabilidad. Estos algoritmos
pueden ser también extendidos para el caso de cuatro
o mas modelos de planta, y para el caso de sistemas
de segundo orden.
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