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Resumen

En este trabajo se realiza una paraldizacion de méodos iterativos. Dicha paralelizacion se basa en explotar €
paralelismo grano grueso generado por una descomposicion en dominios dentro del modelo paso de mensaje. Se
estudia lainfluencia del secuenciamiento de las comunicaciones en € rendimiento global de la aplicacion. Se pre-
senta una acel eracion cuasi-lineal cuando se trabaja con el sistema sin precondicionamiento y se obtiene una me-
jora de éste cuando se precondiciona € sistema.
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Paralldization of iter ative methods

Abstract

In this work, we present a parallelization of iterative methods. This parallelism is based in exploiting the
coarse grain parallelism generated by a domain decompasition under message passing model. We have studied the
influence of communication scheduling on the global performance of the application. The results show a
cuasi-linear speed-up when there is not preconditioner and we have obtained a significant speed-up when thereis

a preconditioner in the system.

Keywords: Linear systems, iterative methods, parallelism.

1. INTRODUCCION

La paraldizacion de un méodo iterativo puede
hacerse a diferentes niveles. Tradicionalmente, el pa-
raleismo que més se ha explotado es € paralelismo
grano fino a nivel de instrucciones en lenguaje de mé&
quina o a nivel de bucles en un lenguaje de ato nivel
[1], [2]. Normalmente, esta paralelizacion serealiza de
forma automéatica por €l compilador y es muy depen-
diente de la arquitectura concreta que se considere.
Este tipo de paralelizacion ha dado muy buenos resul-
tados en operaciones algebraicas sobre matrices den-
sas. Sin embargo, la manipulacién de matrices disper-
sas presenta una serie de inconvenientes adicionales
gue disminuyen considerablemente la €eficiencia de
este tipo de paralelizacion [3]. Estos inconvenientes
son principalmente tres: los algoritmos estan limitados

més por € acceso a memoria que por é nimero de
operaciones, los patrones de acceso a memoria no se
conocen en tiempo de compilacién, y por ultimo la
carga de trabajo por iteracion en los bucles suele ser
desconocida en tiempo de gecuciéon. Aunque existen
muchas posibles distribuciones de datos para realizar
una paraldizacion de grano grueso para los méodos
iterativos [4], la descomposicidén en dominios se aco-
moda a la paralelizacion de aplicaciones completas, no
Unicamente a la resolucion de sistemas linegles, y ha
sido la que en los Ultimos afios se ha venido investi-
gando més intensamente [5-7]. Asi pues, € modelo de
distribucion de datos en € que se centra d trabajo es
la descomposicion en dominios. EI modelo de progra-
macion de paso de mensaje [8] es posiblemente uno de
los més usados para explotar paralelismo de grano
grueso. Una de sus principales ventgjas es que
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los programas desarrollados con este modelo son ge-
cutables tanto en arquitecturas de memoria comparti-
da como de memoria distribuida. Uno de los inconve-
nientes atribuidos a este modelo de programacion es
que e desarrollo de programas es mas complejo, a
tener d programador que poner de forma explicita las
comunicaciones entre procesos. Sin embargo, como
se vera en estetrabajo, en el area especifica de resolu-
cién de sistemas lineal es mediante descomposicion en
dominios esto no es cierto, ya que se pueden desarro-
[lar los programas con un modelo SPMD (Single Pro-
gram Multiple Data) que da como resultado que todas
las comuni caciones entre procesos se reduzcan a Uni-
camente tres patrones.

2. DISTRIBUCION DE DATOSEN UNA
DESCOMPOSICION EN DOMINIOS

La descomposicion en dominios se realiza me-
diante alguin algoritmo de particion de grafos [9-13].
En las aplicaciones de resolucion de EDPs, la parti-
cién se aplica a la malla que discretiza € dominio de
resolucion. De forma abstracta, se puede imaginar
que la particion se aplica a grafo de conectividad de
la matriz del sistema lineal. El problema de generar
una descomposicion en dominios dptima es en gene-
ral NP-completo [14]. El cdlificativo Optimo hace
referencia al hecho de que la particion debe degjar la
carga computacional por dominio perfectamente equi-
librada y debe hacer que e costo de las comunicacio-
nes sea € menor posible. Es decir, los dominios de-
ben tener e nimero minimo de vecinos (minimizar €
nimero de mensgjes) y d nimero de nodos en la
frontera con cada vecino debe ser minimo (minimizar
la longitud de los mensgjes). Sin embargo, existen
heuristicas que logran soluciones considerablemente
buenas. En cualquier caso, la particion del grafo se
realiza de forma que se obtiene un conjunto de
subgrafos, llamados dominios, cuya caracteristica es
gue no tienen ninguna conexion directa entre éstos.
Los dominios tienen Gnicamente conexiones con otro
subgrafo [lamado frontera.

La Figura 1, muestra un grafo partido en cinco
dominios. A cada dominio se le asociard un proceso
paralelo que amacenara los datos asociados al domi-
nio.

La frontera se divide a su vez de alguna forma
entre | os procesos parale os.
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Figura 1. Particidn de grafo.

Para hacer esta division se aprovecha e hecho de
que un dominio no esta conectado con toda la fronte-
ra, sino solamente con un subconjunto de la frontera.
Se denomina frontera entre e dominio i-ésimo y el
dominio j-ésimo a conjunto interseccién de la fronte-
ra del dominio i-ésimo con la frontera del dominio j-
ésimo. Entonces para dividir la frontera entre domi-
nios, simplemente se dividen las fronteras entre pare-
jas de dominios, asignando la mitad de dicha frontera
a cada uno de los dos dominios vecinos. La Figura 1
muestra la particion de la frontera. Dado que cada
nodo del grafo que se ha partido esta asociado a una o
varias incognitas, numerando primeramente las in-
cognitas de los dominios y después las de la frontera,
se obtiene un sistema lineal, donde la matriz tiene una
estructura a bloques 2x2 como la siguiente:

@A Ao
€A Awy

Donde A, es una matriz diagonal a bloques, y
cada A;; representa las conexiones entre nodos inter-
nos del dominio k-ésimo; las matrices Ag y Ag re-
presentan las conexiones entre nodos internos y nodos
frontera, en ambos sentidos; y la matriz Agg represen-
ta las conexiones entre nodos frontera. La Figura 2,
muestra la estructura a bloques de la matriz.
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Figura 2. Estructura a blogues de la matriz A.

La distribucién de datos de la matriz A que induce
una particion en dominios es evidente en lo que res-
pecta a las matrices A, Ai, Y Ayi, Sendo e proceso
paralelo k-ésimo & que almacena dichas matrices. Sin
embargo, con la matriz Agg hay diferentes posibilida-
des. Dado que € agoritmo de particion habra asigna-
do cierta parte de la frontera al proceso k-ésimo, nu-
merando las incégnitas de esa parte de la frontera con-
secutivamente, se podria asignar al proceso k-ésimo el
grupo de filas o columnas asociadas con dichas incog-
nitas en la matriz Agg. En nuestro caso, se ha optado
por distribuir por grupos de filas, ya que todos los for-
matos de almacenamiento que se usan son orientados
a filas. Se denotar4 como Ay, a grupo de filas de la
matriz Agg almacenadas por @ proceso k-ésimo. Asi
pues, se ve que la matriz A se almacena sin ninguna
replicacion de datos entre procesos. La distribucion
de datos para |os vectores se puede ver en la Figura 3.
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Figura 3. Estructura de | os vectores.

El proceso k-ésimo almacena las incognitas aso-
ciadas a los nodos internos del dominio k-ésimo. Se
denomina como X; al vector que almacena dichas in-
cognitas. El proceso k-ésimo también amacena las
incognitas asociadas a su parte de frontera, se denomi-
na Xp a vector que almacena dichas incognitas de la
frontera. Sin embargo, habitualmente los nodos del
dominio k-ésimo no tienen conexiones Unicamente
con la parte de la frontera asignada al proceso k-
ésimo, es decir, las matrices Aj, y Ay No son diagona
les a blogues. Por dlo, € proceso k-ésimo necesita
tener replicados aquellos vectores X, necesarios para
realizar la operacion matriz por vector. Se denomina
Xg @ vector formado por todos los X, replicados en €
proceso k-ésimo.

3. PARALELIZACION DE
OPERACIONESBASICAS

Una vez redlizada una descomposicién en domi-
nios y obtenida una distribucion de datos como la des-
crita en la seccidn anterior, se puede aplicar un méto-
do iterativo directamente al sistema lineal. Es decir,
simplemente se usa la descomposicion en dominios
como una distribucion de datos para la paraldizacion.
Las operaciones basicas de un méodo iterativo son:
operaciones tipo AXPY, productos escalares, produc-
to matriz por vector y resolucion de sistemas triangu-
lares. Las tres primeras operaciones, son comunes en
todos los méodos iterativos. La Ultima, resolucion de
sistemas triangulares, aparece como consecuencia de
uso de precondicionadores (factorizaciones incomple-
tas). Sin embargo, s se usan precondicionadores poli-
nomiales o los SPAI esta operacion no se gecuta. Al-
gunos méodos, como por gemplo d GMRES(m),
tienen alguna operacion adicional. Estas operaciones
adicionales suelen estar asociadas al cdlculo del algin
parametro del algoritmo mediante un peguefio ajuste
de minimos cuadrados. Seguidamente, se analizaran
las tres operaciones bésicas de los méodos iterativos.

3.1. Operacionestipo AXPY:y =y + ax

Con la distribucion de datos propuesta, estas ope-
raciones se gecutan totalmente en paralelo s € esca-
lar “a” estareplicado entre todos |os procesos.

3.2. Productos escalares: a= <x, y>

Cada proceso debecalcular € producto escalar
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parcial de sus componentes internas y de sus compo-
nentes propias de la frontera, es decir, la suma
<X;,Y> + <Xp,Yp>. Luego, se debe hacer una fase de
comunicacion global que acumule todos los productos
parciales en un unico proceso. Finalmente, dicho pro-
ceso debe replicar entre todos los procesos e valor
total del producto escalar. El agoritmo 6ptimo de co-
municacién para la reduccion y la replicaciéon global
es bien conocido, es un algoritmo en &rbol binario. El
nimero de pasos hasta completar todo € proceso de
comunicacion es log2P, donde P es € nimero de pro-
cesos paralelos. Légicamente, aunque es posible pro-
gramar dichas comunicaciones mediante un algoritmo
en &rbol binario, la posibilidad real de hacer o no si-
multéneamente varias comunicaciones la dara la ar-
quitectura especifica del computador. Estas comunica-
ciones seran un cuello de botdla si P es grande. Sin
embargo, en nuestro caso, € interés es una paraldiza-
cién de grano grueso y se considera que € nimero de
procesos no sera elevado (P < 100). Por lo tanto, estas
comunicaciones no supondrdn un cuello de botella
real si se comparan con €l caso del sistema triangular.

3.3. Producto matriz por vector: y = AX

El algoritmo de multiplicacién matriz por vector
tiene comunicaciones entre pargjas de dominios veci-
nos de forma que muchas de elas pueden hacerse si-
multéneamente. El secuenciamiento de estas comuni-
caciones puede hacerse en & pre-procesado de la apli-
cacion de forma que quede un secuenciamiento con €l
minimo nimero de pasos y libre de bloqueos. Ldgica-
mente, la bondad de este secuenciamiento depende del
grafo de interconexion entre dominios. Siempre es
posible generar una descomposicion en dominios tan
mala que todos los dominios sean vecinos de todos,
pero se parte de la base que una descomposicion en
dominios sdlo es aceptable si d nimero de vecinos de
un determinado dominio es relativamente pequefio.
En este trabajo, se han usado mallas reales decom-
puestas por un paquete de particidn de grafos llamado
METIS.

3.4. Sistemastriangulares. Ly =® Uz=y

Los sistemas triangulares deben ser resueltos
cuando se aplica el precondicionador en cada itera-
cion del método. El patron basico de comunicaciones
de un agoritmo de sustitucién hacia delante y hacia
atras es: Recibir de vecinos anteriores, calcular y en-
viar a vecinos posteriores; donde vecinos anteriores

hacen referencia a aguellos vecinos de cuyos datos
depende e cédlculo del proceso en cuestion, y vecinos
posteriores hace referencia a aquellos vecinos cuyos
célculos dependen de los datos generados por € pro-
Ceso en cuestion. A este patron de comunicaciones se
le denomina comunicaciones secuencializadas. Estos
algoritmos son un conocido cudlo de botella secuen-
cia debido a las dependencias de datos [15], [16].
Para obtener la méxima cantidad de paralelismo se
debe realizar un coloreado de los dominios, de forma
gue dominios agrupados en e mismo color no tengan
dependencias de datos entre estos, y en consecuencia
puedan hacer la fase de calculo en paraéo. El efecto
cudlo de botella que gercen los sistemas triangulares
se muestra claramente en las Figuras 4 y 5. La matriz
usada para obtener ambas figuras tiene aproximada-
mente unas 50.000 filas. Se usd METIS para partir €
grafo. En la Figura 6, se puede observar € peso por-
centual de cada una de las operaciones basicas en una
iteracion del método iterativo BiCGstab conforme se
aumenta e numero de procesos. Se observa que €
tiempo esta claramente dominado por la resolucion de
los sistemas triangulares para un nimero de procesos
relativamente grande.
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Figura 6. Peso en tiempo de cada una de | as operaciones.

También, se puede observar como, aunque € pro-
ducto escalar presenta comunicaciones que pueden ser
un cuedlo de botdla, para un nimero moderado de
procesos su influencia no es significativa. En la Figu-
ra7, se puede ver la aceeracion (speed-up) de BiCGs-
tab para d mismo problema con y sin precondiciona-
dor, podria ser rentable usar d método iterativo sin
precondicionador. Desafortunadamente, en muchas
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aplicaciones si ho se usa un precondicionador € méto-
doiterativo no converge.
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Figura 7. Aceleracion obtenida con € BiCGstab.

4. CONCLUSIONES

Se ha presentado un esquema de paralelizacion de
métodos iterativos para matrices provenientes de la
discretizacion de EDPs. El desarrollo de programas
paralelos para la resolucién de sistemas lineales dis-
persos, usando € modelo de programacion de paso de
mensgje y la distribucion de datos inducida por una
descomposicién en dominios requiere Unicamente tres
patrones de comunicacién que hemos denominado:
comunicaciones globales, intercambio entre vecinos y
comunicaciones secuencializadas.
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