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EDITORIAL

Con agrado, tenemos la ocasion de
hacerles entrega del segundo mimero de
nuestro  HOMOTECIA, siempre con el
propésite de utilizarlo como  herramienta
gue ayude a la formacion de los liantes
de la mencién matemitica, ¥ que s
convierta en instrumento de integracion de
Ia comunidad que conforma nuestro
Departamento, Estamos abiertos a recibir
la colaboracién de los docentes que estén
adscritos a otras cdtedras, a otros
departamentos y hasta de otras facultades
quienes consideren pertinentes publicar en
este medio. Y extendemos también esta
invitacién a todos los estudiantes a proveer
material publicable. Como se deja traslucir
en nuestro primer editorial, la idea es
construir un perfil del egresado sobre Ia
hase de una cultura matemdtica. ;A
trabajar, entonces!

Reflexiones

Todo ser humano debe tener una
causa por la cual vivir, una causa a
la cual servir, debe llenar su corazén
de amor. Esto definird cudl es su
vocacién, le permitird descubrir
cudl es su mejor talento y al servicio
de quién lo quiere poner. El ser
humano debe vivir un compromiso
y para esto debe vivir la vida con
pasion, debe dar la vida por un
suefo, i

Miguel Angel Cornejo

CINEMATICA DE LA CARRERA

Ralph Boas, Profesor de Mateméiticas de la
Northwestern University (EE. UU.)

Algunas personas creen que el
Calculo es aburrido, pero no era ésa la
opinién hace més de tres siglos, cuando fue
inventado.  Entonces produjo resultados
inesperados; hoy también los produce. Este
ensayo versa sobre uno de ellos.

En el teorema del valor interme-
dio se indica, por ¢jemplo, que si una
persona corre a 5 minutos por kildmetro,
debe haber exactamente un momento en
que la velocidad es exactamente de un
quinto de kilémetro por minuto (suponi-
cndo como es natural en un curso de
Cilculo, que el tiempo empleado es una
funcion continua de la distancia recorrida).
Este principio es muy infuitivo y era
conocido antes de la invencion del Caleulo.
Galileo lo sabia en 1638 y crefa que Platén
Io habia conocido también. . Por otra parte,
hay una cuestién que tiene una respuesta
mucho menos intuitiva que no se ha dado
hasta los dltimos tiempos (y por un fisico,
lo que a los matematicos no les gusta
admitir). Supongamos que un corredor hace
una media de 5 minutos por kilometro y
que se lanza a una carrera | ¢Habrd un
momento en que haga un kildmetro
conerelo (por gjemplo, entre dos postes
consccutivos de una cametera) en 5
minutos exactamente? La respuesta no es
en absoluto intuitiva : dependerd de que el
recorrido total sea un nimero- exacto de
kilémetros o no. En concreto, si recarre un
nimero exacto, entonces hara uno de ellos
en 5 minutos exactamente. Pero si no
recorre un ndmero exacto de kilometros,
entonces no necesariamente habrd uno que
se recorra en 5 minutos.

Para demostrar la  afirmacion
anterior, sea x la distancia (en kilémetros)
que el corredor ha recorrido en cualquier
punto de su carrera y supongamos que,
cuando se para, ha hecho un nimero entero
de n de kilometros. Sea f{x) el tiempo (en
minutos) que le costd hacer los primeros x
kilémetros; supondremos que f es una
funcién continua. Si la media es de 5
minutos por kilémetro, entonces fix)-3x=0
cuando x=0 y cuando x~n Supongamos
que el corredor no recorrié ninguno de los
kilometros en 5 minutos; en lenguaje
matemdtico esto se expresa escribiendo que

Jorl) - fx) =5

Como fix+1) - f5) - 5 es continua y no se
anula nunca, debe ser siempre positiva o
siempre negativa; supongamos, por ejem-
plo, que es positiva. Para x=0,1, _ n es:

S)F10)>5
SRf1)>5

Jovftn-1)>5

Sumando miembro a miembro obtenemos que
Sfim)-ff0)=3nPero teniamos como hipélesis
que fin)=5n y fi)=0, luego aparece una
contradiccion.

Mis dificil es probar que sélo funcionan
los valores enteros de n. Supongamos que el
tiempo que el corredor necesita para hacer x
kilometros s

J(x)=k-Sen’ T 455
n

donde » no es un entero y k es pequefio. Esto
es una hipétesis razonable porque .J es una
fimcion creciente (como debe serlo el tiempo)
si k es suficientemente pequefio. Para
asegurarse de esto se calcula la derivada (aqui
hay que usar Célculo o un computador):

=5 50
n n

Si & es suficientemente pequefio entonces
J'(x)>0. Esto prueba, no solamente que J s
creciente, sino que J(x-+1) - Jix) no puede ser
nunca igual a 5. Como Jx+1) - J(x) no es
nunca negativo, si el corredor hace un tiempo
de Jix) no hard jamds un kilémetro en menos
de 5 minutos.

oenado de. BRADLEY, G L. y SMITH, K. J, (1098),
dlcwl_de_wna |

"l ariabl LiPp. 351-352)
PRENTICE HALL. Timlo original en ingles: Calculus,
Traducciin: Profeser Jose Lus e Ca Revisiba

técicar Beddro Puill Escolnne. Impreso cn Madrid, Espas

Ralph Boas (1912-1992),
Profesor Emérito de
Matemadticas de la

Northwestern University, es-
cribid este ensayo. Fl
Profesor Boas [ue conocido

por sus articulos y ac-
tividades profesionales.
Ademés de su trabajo en

andlisis real v complejo, es-
cribid muchos articulos de
divulgacion, como este en-
sayo, sobre la ensenanza o el
uso de las matematicas.
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NOTAS HISTORICAS

Sobre mateméticos hindiies
Aryabhata (476-25507)

Cuando sc trabaja con expresiones
racionales, hay que tener cuidado de no
dividir por cero, asi como la posibilidad de
obtener una forma indeterminada. Uno de los

DE INTERES DIDACTICO

Safine funcicnes

La misma naturaleza nos suministra
cantidades observables y medibles, con una
dependencia matemética definida. El concepto
de funcion viene sugerido por todos los
procesos naturales en los que observamos
fenbmenos que varian con ¢l tiempo o la
distancia. Casi todas las funciones "conoci-
das pmvncm:n de los intentos de resolver

tratamientos mds antiguos que se de
las formas indeterminadas, se atribuye al
matemético Aryabhata. Dio reglas para la
aproximacion de raices cuadradas y sumas de
progresiones aritméticas, asi como reglas para
caleulos algebraicos bésicos. Un ejemplo de
su trabajo es el signiente claculo del niimero
pi: "Siimese cuatro a cien, multipliquese por
ocho y afiddase sesenta y dos mil. El resultado
es el valor aproximado de la longitud de una
circunferencia de didmetro veinte mil". Es de
hacer notar que aun hoy, casi nadie trata de
aproximar pi sin usar una calculadora. El
primer satelite de la India fue llamado
ARYABHAT en su honor.

Bhaskaracharya

La posibilidad de dividir por cero es algo
que preocupa a los mateméticos. Una de las
‘mmms. observaciones sobre la division sobre
a division por cero de la que se tiene noticia
fue hecha por el matemitico hindd
Bhaskaracharya, que escribié: "La fraccion
cuyo denominador es cero es una cantidad
infinita. Bhaskaracharya continud dando un
"concepto muy bello del infinito”, que
implicaba su vision de Dios y de la creacidn.

Brahmagupta

Fue el matematico hind mds insigne del
siglo VIL Hizo algunos trabajos sobre series
aritméticas y sumas de cuadrados de nidmeros
naturales. Escribid un trabajo sobre astro-
nomia que contenia varios capitulos de
matemdticas. Fue un expositor extraordinaria-
mente claro. Antes de dar un ejemplo,
enunciaba una regla que se le aplicaba.

Cileulo Asidtico primitivo

El matematico Seki Kawa (1642-1708)
midid el area de un circulo usando
rectangulos. Los japoneses llaman yenri a este
procedimiento de hallar el area.

OMISIONES INVOLUNTARIAS

Por esos errores que escapan a nuestra
voluntad, en el primer nimero de
HOMOTECIA, no incluimos entre el

upo de graduandos de la XXXIX
ﬁomocién de Licenciados en Educacion
Mencién Matemética, a varios de éllos.
Esperamos que sepan disculparnos y al
igual que al resto de sus compafieros de
promocién, les deseamos éxito y una
brillante carrera.

p geométricos, mecdnicos o fisicos.

DEFINICIONES MATEMATICAS

Cota: En un conjunto de niimeros, es un valor
mas alld del cual no hay elementos del
conjunto. Una cota inferior es menor o igual
que todo nimero del conjunto. Una cota
superior es mayor o igual que todo nimero

}lm conjunto. La minima cota superior
(extremo superior) es el menor niimero que es
mayor o igual que todo nimero del conf_untn;
v la mdxima cota inferior (extremo inferior)
es el mayor numw que es menor o igual que

o del plo, el
oonjunto {06 0,66; 0666 wi} tiene como
extremo superior a 2/3,

Otra definicién: Cota de una funcién es

toda cota del conjunto de valores que la
funcién puede tomar para el intervalo de
valores de la variable. Por ejemplo, si la
variable  puede ser todo nimero real,
entonces la funcién f{x)=x’ tiene una cota
inferior 0.

Cispide: Punta aguda formada por una
discontinuidad en una curva. Por ejemplo, dos
semicirculos en contacto forman una cispide
en el punto donde se tocan .

También se considera una cispide al
wértice de una pirémide o de un cono.

%

En este grifico ocurre un punto cuspi-
dal en el origen 0.

LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

En esta oportunidad recomendamos el libro
"La i de las matemdticas y sus
Jfundamentos ;mcaMg:m" (1990), siendo
Laurén B. Resnick y Wendy W. Ford sus
autoras. Editado en conjunto por PAIDOS y
¢l Ministerio de Fducacién y Ciencia de
México.

En la contraportada del mismo, se lee lo
siguiente: “¢;De qué puede tratar un libro
sobre la psicologia de las matematicas? La
mayoria de la gente sabe que la psicologia
tiene que ver con el aprendizaje de las
personas, con el modo en que realizan sus
tareas y con las fases de lzlm desm'rotllo. Pero
muy pocos piEnsan €n ela como algo que
puc};la estar Ir‘t:l:an:inmuin con dreas dcgirm?rés
como las matematicas, las ciencias sociales o
cualquier otra materia que se imparta en las
escuelas. ... Por todo ello, este libro interesard
por igual a aquellos psicolgos, educadores y
cientificos que deseen conocer a fondo los
procesos mentales lmphcados en el aprendi-
zaje de las matematicas.”

El texto, en definitiva, propone una
verdadera psicologia de la_instruccién, una
psicologia explicitamente dedicada a rela-
cionar los procesos de aprendizaje con Ia
planificacion y ¢ de la
recorriendo  los estudlos de Edward L
Thorndike, las tendencias guestdlticas, las
iagetianas y muchas otras consideradas por
a psicologia conductista y la cognotivista..

En su calidad de especialistas, Resnick y
Ford colaboran con el Learning Research and
Development Center de -la Universidad de
Pittssburgh; y de Resnick se conoce que fue
investigadora en el Center for Advanced
Study m the Behavioral Sciences.

Cm:sldemmoa que es un libro que todo
il A ¥ qui se forman

para serlo‘ deben leer.

psicolégicos
Lauren B Resnick

Wendy W. Ford
Temas de educacion
Paidés

La ensefianza_
de las matematicas
y sus fundamentos
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TRABAJANDO EN CALCULO
LA NOCION DE LIMITE EN EL CALCULO MATEMATICO

Nocién intuitiva de limite.-

La idea de limite se halla en la estructura basetaCalculo como un concepto fundamental. Conviene entonces, antes de dar una definicion,
tener nocién clara de su significado. Considérese el siguiente ejemplo:

Dada la funciénf: R — Rdefinida por f(x) = , estudiar su comportamiento cuand@nde a 2.

1-x

Solucién

Sixtiende a 2 entonces para estudiar el comportamierfia)deodemos considerar que la variable pertenece, por ejemplo, al eﬁ%ﬁa).

En consecuencia, elaboremos dos cuadros para valores de la funcioneayes2, para un radi@) = 025:

X<2: X>2:
X 1,75 |1 1,8 1,85 1,9 1,99 1,99 X 2,25 |22 2,1 2,01 2,003 2,0001
f(x) = 1 -1,33| -1,25| -1,17] -1,11 -1,0p -1,00 1f (x) = 1 -0,80 | -0,83| -0,90, -0,99 -0,999 -0,9999
1-x 1-x
Los resultados permiten afirmar gfi¢é tiende a —1 cuandotiende a 2. Luego:[jm ( o ) = -10
X - 2

4x +1 s xX#3
5 s x=3

Otro ejemplo que se puede considerar es el siguiente: Estadfantion g(x) = { , cuandox tiende a 3.

Solucién
Como puede determinarse, cuandiende a 3 el valor de la funcion tiende a 13 pero por definicion de la fugcign 2z 13 . Esto quiere

decir que no siempre ocurre que el limite de la funcién para un vatose® igual al valor de la funcién para dicho nimero.

Intentando definir _limite de una funcién

Estos resultados se pueden generalizar. Entoncascpalguier funcion se puede escrilifiy  f (x) = L (limite de la funcién cuando la
x - k

variable tiende al valok esL). La separacion entre la funcion y su limite se podra hacer arbitrariamente pequefa, por ejemplo menor que ur
nuamero & positivo, con s6lo hacer que la separacion entyek sea inferior a un nimero positiyo, Es decir que si:

0 < |x - k|< &  entonces [f(x)-L|< ¢

donde |x - k| €8 la distancia entre y k cuandox pertenece, para este caso, a un entorno reducido de

La grafica permite detallar lo siguiente: La variak(IEE;(k) y su imagen segun la Y
funcion f se encuentra en el entorfp(L). Mientras mas pequefio s, las rectas y=fx)
k-Jyk+destan mas cerca de y de igual forma las rectds-¢ y L+¢ lo L+e
estan del, y entonces el area del rectanglBCD se reduce. Al hacersd E
infinitamente pequefio, el rectangulo se reduce hasta casi identificarse con ekpunto i
L). Es aqui cuando se afirma que el limité(glecuandaox tiende & esL.
kS K ki X

Prof. Rafael Ascanio H.

La paradoja de Zendn de Elea (siglo V a.C.)

La intencion de Zendn fue desacreditar las sensaciones, lo que pretendié hacer a través de una brillante serie de argumentos o paradojas, sobre el
espacio y el tiempo que han perdurado hasta nuestros dias como mosaicos intelectuales complejos. Una paradoja clasica afirma que un corredor no
puede llegar a la meta porque, para lograrlo, debe recorrer una distancia; pero no puede recorrer esa distancia sin primero recorrer la mitad de ella, y
asi ad infinitum. Porque existe un numero infinito de bisecciones en una distancia espacial, uno no puede recorrer una distancia en tiempo finito, a
menos que acorte la distancia o aumente la velocidad. Este argumento, como muchos otros de Zendn, se proponia demostrar la imposibilidad légica del
movimiento. Dado que los sentidos nos llevan a creer en la existencia del movimiento, los sentidos son ilusorios y por lo tanto no existe ningun
obstaculo para aceptar las inverosimiles teorias de Parménides de otra forma. Zenén es reconocido no sélo por sus paradojas, sino por establecer los
debates filoséficos que favorecen la discusién razonada. Por todo ello, Aristételes le considerd el creador del razonamiento dialéctico.
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